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0 引言

电力系统作为一种复杂的典型非线性系统袁具
有数目庞大的非线性现象遥 近年来伴随着电力电子
技术的迅猛发展袁 其非线性开关器件在电力系统中
大量涌现袁这使得非线性危险充斥系统袁再众多的威
胁中袁 铁磁谐振作为一种常见的非线性共振现象略
为常见遥铁磁谐振的本质是由于变压器尧电压互感器
等铁磁电感的非线性饱和引起的高幅值谐振过电压

现象遥当铁磁谐振发生时袁系统的电压将明显高于额

定工作电压袁造成持续时间较长的电压升高袁即谐振
过电压[1]遥 实际的运行经验表明袁无论在中性点接地
还是不接地系统中都有大量的铁磁谐振现象出现袁
并导致了过电压和过电流袁最终引起绝缘闪络尧避雷
管爆炸尧设备损坏袁甚至造成停电事故袁严重破坏了
电网的安全运行袁同时也严重威胁到人身安全 [2-6]遥
因此袁 研究铁磁谐振过电压产生的机理及其抑制和
控制袁对保证输变电网络安全运行的可靠性袁实现智
能电网关键的野自愈冶功能具有重要的意义[7-8]遥
在电力系统中袁 铁磁谐振混沌现象是一种极为
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型袁而分数阶微积分在此具有无可比拟的优势遥 通过分数阶微积分建立了分数阶铁磁谐振模型袁利用混沌理
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严重的故障袁在配电网系统中袁由于电磁式电压互感
器或者其他带有铁芯的非线性设备进入饱和状态袁
极容易发生铁磁谐振现象袁 此时电流可达到额定值
百倍以上袁容易烧毁设备袁对电力系统造成极大的危
险遥从发生原理上讲袁电压互感器在断路器合闸或者
系统负荷变动时袁 都可能在系统中生成对地电容进
而引发铁磁谐振混沌现象遥
分数阶微积分是一种新型的数学工具袁 在控制

领域以及系统建模中都有应用袁文[9]中认为标准的
整数阶元件在自然界中并不存在袁 对传统的电容电
感元件都提出了相应的分数阶模型 [10]袁在随后的研
究中发现袁分数阶电容存在不同的阶数[11-13]遥
采用分数阶微积分将传统的整数阶铁磁谐振模

型推广至分数阶袁提出一种新分数阶铁磁谐振模型袁
利用混沌分岔理论分析其在不同参数下的铁磁谐振

混沌现象遥
1 分数阶微积分

分数阶微积分从理论上讲是经典整数阶微积分

的拓展袁 在包含了整数阶微积分的优点同时也具有
自己的逻辑与规则遥 常用的分数阶微积分定义有院
Riemann-Liouville(RL)定义尧Grunwald-Letnikov(GL)定
义和 Caputo定义遥

Riemann-Liouville(RL)定义袁形式为
葬
RLD琢

T f(t)= 1
祝(n-琢) dn

dtn

t

0乙 f(子)(t-子)琢-n+1 d子遥 (1)
式(1)中院t为积分时间院子为变上限积分中的被

积函数曰琢是分数阶微积分阶数曰n为整数值袁 且满
足 n-1<琢臆n曰葬为初值曰祝(窑)是 Gamma函数遥

Grunwald-Letnikov(GL)定义为
葬
GLD琢

T f(t)=lim
h寅0

1
h琢

(t原a)/h

j越1
移(-1)j 琢

j蓸 蔀 f(t-jh)遥 (2)
式(2)中院h为步长曰 琢

j蓸 蔀为二项式的系数袁其具
体计算方法见文[14]遥

Caputo定义的微积分形式为
葬
CD琢

T f(t)= 1
祝(n-琢) dn

dtn

t

0乙 f(子)(t-子)琢-n+1 d子遥 (3)
GL定义与 RL分数阶微积分定义是完全等效

的 [15]袁Caputo 与 RL的不同在于对常数求导的定义
上袁Caputo定义对常数求导有界袁而 RL无界遥
2 分数阶非自治铁磁谐振混沌电路

在安康供电局下属的某变电站中袁 连接有电磁
式电压互感器袁 母线的母联断路器端口处有均压电

容袁由此可以简化得到铁磁谐振混沌电路[16]袁在整数
阶铁磁谐振电路的基础上[17]袁提出一个基于分数阶
微积分的铁磁谐振混沌电路袁其结构见图 1遥图 1中
C为铁磁谐振混沌电路中的分数阶电容袁 在图 1中
采用链式结构表示曰L1为非线性电感袁 流过非线性
电感的电流为 iL袁 该电流与电感中磁通的关系可以
表示为

iL=a准+b准n遥 (4)
式(4)中袁n为非线性系数袁其取值可为 3尧5尧7尧

9尧11[17]遥

根据基尔霍夫电压方程可以得到

d准dt =uc

C dqucdtq =i-il

L1 dqidtq =Esin(棕t)-uc-Ri

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

遥 (5)

将系统状态方程进行归一化处理袁 可以得到归
一化后的铁磁谐振混沌系统方程

d曾1dt =曾2

dq曾2dtq =琢咱曾3原(葬曾1垣遭曾1灶)暂
dq曾3dtq =Fsin(子)-孜曾2原茁曾3

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

遥 (6)

上述公式中袁w琢越 1
棕2C 袁F越 Esin(子)

L1棕
袁孜越 1

L1
袁茁越

R
棕2C 袁非线性电感系数 葬越2.8伊10-3袁遭越7.2伊10-3遥 在仿
真中保持 琢越茁越1袁孜越2.5遥 文[18]中已经证明了当非线
性电感次数 n逐渐增大袁抵达混沌的时间逐渐提前袁
在分数阶微积分的作用下袁 铁磁谐振混沌系统体现
出了不同的动力学特性袁见图 2袁当设置 F为 25时袁
系统分岔图显示系统混沌状态起于 0.95阶时袁当逐
渐增大 F袁系统的最小混沌阶数逐渐增大遥

在图 2中袁当 灶等于 3时袁系统在参数 F的变
动下保持倍周期分岔状态袁在图 2可见范围内袁未达
到混沌状态袁其在 F越10袁50袁100袁150对应的相空间
轨迹见图 3遥由图 3可以看出袁相空间轨迹一直在周

L1C

L2
il

E

Ri
ic

图 1 分数阶铁磁谐振混沌电路

Fig. 1 Fractional-order ferroresonance chaotic circuit
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期态中收缩袁在仿真时限内并未出现发散遥

n=5时的铁磁谐振混沌分岔图见图 4遥 在图 4
中提高电感的非线性指数袁 使 灶越5袁 由图 4可以发
现袁随着非线性指数的增高袁系统在 F越150左右进
入了混沌区域袁 在混沌发生后混沌系统逐渐转化为
倍周期分岔袁在可见范围内再无混沌现象遥灶越5 时的
相空间轨迹图见图 5遥

当 n=7尧9尧11时铁磁谐振混沌系统分岔图袁见
图 6遥在图 6中可以看出袁进一步提高 n袁铁磁谐振混
沌系统进入阵发性混沌状态袁对比图 6中的(a)尧(b)尧
(c)可以看出袁随着分线性系数 n的进一步提高袁混沌
状态发生次数在可见范围内逐渐增多袁由图 6(a)中
的 4次增加到图 6(b)中的 6次袁在 n越11时袁增加到
7次遥 可见铁磁谐振混沌状态具有极强的参数敏感
性袁一旦外界参数发生改变袁很有可能迅速进入混沌
状态进而造成系统大范围停电遥
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图 2 n=3时的铁磁谐振混沌分岔图
Fig. 2 Chaotic bifurcation diagram of ferroresonance
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图 3 n=3时的相空间轨迹图
Fig. 3 Phase space trajectory when n=3

图 5 n=5时的相空间轨迹图
Fig. 5 Phase space trajectory when n=5
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图 4 n=5时的铁磁谐振混沌分岔图
Fig. 4 Chaotic bifurcation diagram of ferroresonance
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图 6 铁磁谐振混沌系统分岔图

Fig. 6 Chaotic bifurcation diagram of ferroresonance
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铁磁谐振混沌状态分析见图 7遥 由图 7 可以
看出袁在分数阶铁磁谐振混沌系统中袁谐波成分
十分复杂袁主要成分仍为奇数次谐波遥 不再仅仅
由基频以及基数次谐波构成袁对应的 x2 相波形图

也可看出不再具有周期性袁相空间轨迹在空间中
做自发的非周期运动袁在 x3 截面上的庞加莱截面
不再是缩在两端的点袁证明了其相空间运动的非
周期性遥

图 7 铁磁谐振混沌状态分析

Fig. 7 Chaotic state analysis of ferroresonance
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图 8 链式分数阶单元

Fig. 8 Chained fractional-order element

图 9 分数阶铁磁谐振混沌电路

Fig. 9 Fractional order ferroresonance chaotic circuit
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3 分数阶铁磁谐振模拟电路

3.1 链式分数阶单元

从文[19-20]中可知袁采用链式电路可以实现分
数阶微积分算子的近似袁 借助链式分数阶单元可以
从模拟电路水平建立铁磁谐振电路袁 进而在贴近于
实际的环境中验证混沌现象在分数阶铁磁谐振电路

的存在性袁见图 8遥

文中的模拟电路仿真采用 0.95阶袁其分数阶模

块在误差时 1 dB的表达式为
f(s)= 1

s0.95 越 1.283 1s2+18.600 4s+2.083 3
s3+18.473 8s2+2.657s+0.003 遥 (7)

根据式(7)袁可以得到分数阶单元的电路参数
H(s)= 1/C2

s+1/(R21C2) + 1/C3
s+1/(R22C3) + 1/C4

s+1/(R23C4) 遥 (8)
3.2 分数阶电路

在电路级别的仿真中袁PSPICE具有十分近似于
真实原件参数的仿真模型[20]袁通过该软件使用模拟
电路进行了验证遥 通过分数阶微积分搭建的铁磁谐
振混沌系统的模拟电路见图 9袁在图 9中袁运算放大
器采用 LM741袁文中采用运算放大器模拟铁磁谐振
电路中的非线性电感元件遥 铁磁谐振混沌系统中的
铁心非线性部分采用乘法器 AD633进行模拟袁为了
保证整个模拟电路系统正常运行袁 所有电压值必须
小于 15 V袁为此将系统整体缩小十倍袁见图 10遥
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图 10 铁磁谐振中的非线性电路

Fig. 10 Nonlinear circuit of ferroresonance chaotic circuit

(a)时域波形图

(b)x1-x2空间相图
图 11 模拟电路仿真结果

Fig. 11 Simulation result

电路中 R1袁R2袁R4袁R5袁R9袁R11袁R12 以及 R16袁R18袁
R19为 1 k赘袁R6=357 142.8 赘袁 将图 8的分数阶微积
分单元通过页面间连接符进行连接袁 实现对于图 6
所示系统最后的积分遥 在仿真控制器中设定仿真时
间为 100 s袁 设置仿真参数与图 7中的参数保持一
致袁进行对比袁得到仿真结果见图 11遥

图 11(a)中时域波形明显不具有周期性袁(b)中的
x1-x2相图在空间中做无规则运动袁仿真时限内没有
收敛袁 证明模拟电路中的铁磁谐振混沌系统进入了
混沌状态袁可以看出图 11中模拟电路的混沌状态与
图 7中略有差异袁 这时由于实际元件无法工作于理
想状态所致遥

4 结语

利用分数阶微积分理论建立了基于分数阶微积

分的铁磁谐振混沌电路袁 通过分析电力系统铁磁谐
振的混沌行为证明了在一定的外部故障条件的作用

下袁电力系统会迅速进入铁磁谐振混沌状态袁在此状
态的影响下袁系统会遭受过电压等一系列影响袁并且
系统中的谐波成分复杂袁但仍然以奇数次谐波为主遥
由于实际系统中铁磁谐振混沌现象往往在短暂出现

后就伴随保护动作或者故障损毁袁往往无法记录袁通
过模拟电路证明了铁磁谐振混沌现象的存在性袁从
而证明了此现象在实际系统的真实存在性遥
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